
Απειροστικός Λογισμός ΙΙ, εαρινό εξάμηνο 2019-20.

Απαντήσεις μερικών ασκήσεων.

Πρώτο φυλλάδιο, άσκηση 3.

i. Δεν υπάρχει.

ii. 9
e .

iii. 1.

iv. 4.

v. 0.

vi. 0.

vii. 0.

viii. 1
2 .

ix. 0.

x. Δεν υπάρχει.

xi. Δεν υπάρχει.

xii. Δεν υπάρχει.

xiii. Δεν υπάρχει.

xiv. 0.

xv. −4.

xvi. 1.

xvii. Δεν υπάρχει.

xviii. Δεν υπάρχει.

Δεύτερο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i. R2. Συνεχής.

ii. R2 \ {(x, y) |x+ y = 0}. Συνεχής.

iii. R2 \ {(x, y) |xy = 0}. Συνεχής.

iv. R2. Συνεχής.

v. R2. Συνεχής.

vi. R2. Συνεχής.

vii. R2. Συνεχής εκτός στο σημείο (0, 0).

viii. R2 \ {(x, y) |x+ y = −2}. Συνεχής.

ix. R3. Συνεχής.
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x. R3. Συνεχής.

xi. {(x, y, z) ∈ R3 |x+ y + z ≥ 0}. Συνεχής.

xii. R3. Συνεχής.

xiii. R3. Συνεχής.

xiv. R3. Συνεχής εκτός στο σημείο (0, 0, 0).

Τρίτο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i.
∂f
∂x = yxy−1 − y cosx, ∂f

∂y = xy logx− sinx.

ii. Για (x, y) ̸= (0, 0):
∂f
∂x = x√

x2+y2
, ∂f

∂y = y√
x2+y2

.

Οι ∂f
∂x (0, 0),

∂f
∂y (0, 0) δεν υπάρχουν.

iii.
∂f
∂x = 2xy2z2, ∂f

∂y = 2x2yz2, ∂f
∂z = 2x2y2z.

iv. Για (x, y, z) ̸= (0, 0, 0):

∂f
∂x = x√

x2+y2+z2
, ∂f

∂y = y√
x2+y2+z2

, ∂f
∂z = z√

x2+y2+z2
.

Οι ∂f
∂x (0, 0, 0),

∂f
∂y (0, 0, 0),

∂f
∂z (0, 0, 0) δεν υπάρχουν.

v.
∂f
∂xj

= aj .

vi.
∂f
∂xj

= 2ajxj .

vii. Για (x1, . . . , xn) ̸= (0, . . . , 0):
∂f
∂xj

=
xj√

x2
1+···+x2

n

.

Οι ∂f
∂xj

(0, . . . , 0) δεν υπάρχουν.

viii.
∂f
∂x = 0, ∂f

∂y = 1.

ix. Για (x, y) ̸= (0, 0):

∂f
∂x = y3

(x2+y2)
√

x2+y2
, ∂f

∂y = x3

(x2+y2)
√

x2+y2
.

∂f
∂x (0, 0) =

∂f
∂y (0, 0) = 0.

x. Για (x, y) ̸= (0, 0):
∂f
∂x = − y

x2+y2
, ∂f

∂y = x
x2+y2

.

xi. Για (x, y, z) ̸= (0, 0, z):
∂f
∂x = y, ∂f

∂y = x, ∂f
∂z = 0.
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xii. Για (x, y, z) ̸= (0, 0, z):

∂f
∂x = xz

(x2+y2+z2)
√

x2+y2
, ∂f

∂y = yz

(x2+y2+z2)
√

x2+y2
, ∂f

∂z = −
√

x2+y2

x2+y2+z2
.

xiii. Για (x, y, z) ̸= (0, 0, z):

∂f
∂x = − y

x2+y2
, ∂f

∂y = x
x2+y2

, ∂f
∂z = 0.

Τρίτο φυλλάδιο, άσκηση 4.

(i) 4x+ 12y + z = 22.

(ii) (2, 6,−36).

Τρίτο φυλλάδιο, άσκηση 5.

Σύνολο εσωτερικών σημείων, σύνολο συνοριακών σημείων, ανοικτό ή κλειστό.

i. {(x, y) | 3x+ 2y > 1}, {(x, y) | 3x+ 2y = 1}, ανοικτό.

ii. {(x, y) | 3x+ 2y > 1}, {(x, y) | 3x+ 2y = 1}, κλειστό.

iii. {(x, y) | max{|x|, |y|} < 1}, {(x, y) | max{|x|, |y|} = 1}, ανοικτό.

iv. {(x, y) | max{|x|, |y|} < 1}, {(x, y) | max{|x|, |y|} = 1}, κλειστό.

v. {(x, y) | max{|x|, |y|} < 1}, {(x, y) | max{|x|, |y|} = 1}, ούτε ανοικτό ούτε κλειστό.

vi. {(x, y) | 2 < x2 + y2 < 4}, {(x, y) |x2 + y2 = 2 ή 4}, ανοικτό.

vii. {(x, y) | 2 < x2 + y2 < 4}, {(x, y) |x2 + y2 = 2 ή 4}, κλειστό.

viii. {(x, y) | 2 < x2 + y2 < 4}, {(x, y) |x2 + y2 = 2 ή 4}, ούτε ανοικτό ούτε κλειστό.

ix. {(x, y) |x2 + y2 > 0}, {(0, 0)}, ανοικτό.

x. {(x, y) |xy > 0}, {(x, y) |xy = 0}, ανοικτό.

xi. {(x, y, z) |x+ 2y + z < 1}, {(x, y, z) |x+ 2y + z = 1}, ανοικτό.

xii. {(x, y, z) |x+ 2y + z < 1}, {(x, y, z) |x+ 2y + z = 1}, κλειστό.

xiii. {(x, y, z) | max{|x|, |y|, |z|} < 1}, {(x, y, z) | max{|x|, |y|, |z|} = 1}, ανοικτό.

xiv. {(x, y, z) | max{|x|, |y|, |z|} < 1}, {(x, y, z) | max{|x|, |y|, |z|} = 1}, κλειστό.

xv. {(x, y, z) | 2 < x2 + y2 + z2 < 4}, {(x, y, z) |x2 + y2 + z2 = 2 ή 4}, ανοικτό.

xvi. {(x, y, z) | 2 < x2 + y2 + z2 < 4}, {(x, y, z) |x2 + y2 + z2 = 2 ή 4}, κλειστό.

xvii. {(x, y, z) |x2 + y2 + z2 > 0}, {(0, 0, 0)}, ανοικτό.

xviii. {(x, y, z) |xyz > 0}, {(x, y, z) |xyz = 0}, ανοικτό.

Τέταρτο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i.
(2x, 2y),

[
2x 2y

]
, 2x0x+ 2y0y − z = x20 + y20, (2x0, 2y0,−1).

ii. (
1, 1

y2

)
,

[
1 1

y2

]
, x+ y

y20
− z = 2

y0
,

(
1, 1

y20
,−1

)
.
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iii. (y(y2−x2)
(x2+y2)2

, x(x
2−y2)

(x2+y2)2

)
,

[
y(y2−x2)
(x2+y2)2

x(x2−y2)
(x2+y2)2

]
,

y0(y20−x2
0)

(x2
0+y20)

2 x+
x0(x2

0−y20)

(x2
0+y20)

2 y − z = − x0y0
x2
0+y20

,
(y0(y20−x2

0)

(x2
0+y20)

2 ,
x0(x2

0−y20)

(x2
0+y20)

2 ,−1
)
.

Τέταρτο φυλλάδιο, άσκηση 2.

i. (2x, 2y, 2z),
[
2x 2y 2z

]
.

ii. (a, b, c),
[
a b c

]
.

iii. (
− 2x

(x2+y2+z2)2
,− 2y

(x2+y2+z2)2
,− 2z

(x2+y2+z2)2

)
,[

− 2x
(x2+y2+z2)2

− 2y
(x2+y2+z2)2

− 2z
(x2+y2+z2)2

]
.

iv. (
2xex

2+2y2+3z2 , 4yex
2+2y2+3z2 , 6zex

2+2y2+3z2
)
,[

2xex
2+2y2+3z2 4yex

2+2y2+3z2 6zex
2+2y2+3z2

]
.

Τέταρτο φυλλάδιο, άσκηση 3.

i. (2x1, . . . , 2xn),
[
2x1 . . . 2xn

]
.

ii. (a1, . . . , an),
[
a1 . . . an

]
.

iii. (
− 2x1

(x2
1+···+x2

n)
2 , . . . ,− 2xn

(x2
1+···+x2

n)
2

)
,

[
− 2x1

(x2
1+···+x2

n)
2 . . . − 2xn

(x2
1+···+x2

n)
2

]
.

iv. (
− x1

(x2
1+···+x2

n)
3/2 , . . . ,− xn

(x2
1+···+x2

n)
3/2

)
,

[
− x1

(x2
1+···+x2

n)
3/2 . . . − xn

(x2
1+···+x2

n)
3/2

]
.

v. (
a1e

a1x1+···+anxn , . . . , ane
a1x1+···+anxn

)
,

[
a1e

a1x1+···+anxn . . . ane
a1x1+···+anxn

]
.

Τέταρτο φυλλάδιο, άσκηση 4.

i. [
1 0
0 1

]
ii. [

ex 0
y cos(xy) x cos(xy)

]
iii. 1 1

1 −1
y x


iv.  y2−x2

(x2+y2)2
−2xy

(x2+y2)2

−2xy
(x2+y2)2

x2−y2

(x2+y2)2


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v.  0 0
1
y − x

y2

− y
x2

1
x


vi. [

1 −1 0
0 1 1

]
vii. [

1 1 ez

2xy x2 0

]
viii. 1 0 1

0 1 −5
1 −1 0


ix. [

− yz
x2

z
x

y
x

1
yz − x

y2z
− x

yz2

]

Τέταρτο φυλλάδιο, άσκηση 5.

i. 2x+ y − 3z = 7, (2, 1,−3).

ii. 6x+ 10y + 8z = 36, (6, 10, 8).

iii. x+ y + z = 3, (1, 1, 1).

iv. z = 0, (0, 0, 1).

Τέταρτο φυλλάδιο, άσκηση 6.

2e2x0+3y0x+ 3e2x0+3y0y − z = 2e2x0+3y0x0 + 3e2x0+3y0y0 − e2x0+3y0 ,

(2e2x0+3y0 , 3e2x0+3y0), e2x+3y = e2x0+3y0 , (2e2x0+3y0 , 3e2x0+3y0).

Τέταρτο φυλλάδιο, άσκηση 7.

2x0x+ 2y0y − z = x20 + y20, (2x0, 2y0), x2 + y2 = x20 + y20, (2x0, 2y0).

Τέταρτο φυλλάδιο, άσκηση 8.

(4, 3).

Πέμπτο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i.

Dh =

[
4x3(x+ 1)ex+y2+2y 2x4(y + 1)ex+y2+2y

4x3y2ey x4y(y + 2)ey

]
ii.

Dh =

 2xy + y3 x2 + 3xy2

2xy2 sin(x+ y2) + x2y2 cos(x+ y2) 2x2y sin(x+ y2) + 2x2y3 cos(x+ y2)

(2xy + y3)exy(x+y2) (x2 + 3xy2)exy(x+y2)


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iii.
Dh =

[
2e2x cos2 y −2e2x sin y cos y
2ex cos y −2ex sin y

]
iv.

∂h
∂x = (y − z) sin(x+ y + sin(xz)) + (x+ y)(y − z) cos(x+ y + sin(xz))

+ z(x+ y)(y − z) cos(xz) cos(x+ y + sin(xz)),
∂h
∂y = (x+ 2y − z) sin(x+ y + sin(xz)) + (x+ y)(y − z) cos(x+ y + sin(xz)),
∂h
∂z = −(x+ y) sin(x+ y + sin(xz)) + x(x+ y)(y − z) cos(xz) cos(x+ y + sin(xz)).

Πέμπτο φυλλάδιο, άσκηση 2.

i.
∂h
∂x = ∂f

∂x + ∂f
∂v

∂v
∂x ,

∂h
∂y = ∂f

∂v
∂v
∂y .

ii.
∂h
∂x = ∂f

∂u
du
dx + ∂f

∂v
∂v
∂x ,

∂h
∂y = ∂f

∂v
∂v
∂y .

iii.
dh
dx = ∂f

∂x + ∂f
∂u

du
dx + ∂f

∂v
dv
dx .

iv.
∂h
∂x = ∂f

∂u
∂u
∂x + ∂f

∂v
∂v
∂x + ∂f

∂w
dw
dx ,

∂h
∂y = ∂f

∂u
∂u
∂y + ∂f

∂v
∂v
∂y ,

∂h
∂z = ∂f

∂u
∂u
∂z .

Πέμπτο φυλλάδιο, άσκηση 3.

∂h
∂r = cos θ ∂f

∂x + sin θ ∂f
∂y ,

∂h
∂θ = −r sin θ ∂f

∂x + r cos θ ∂f
∂y .

Πέμπτο φυλλάδιο, άσκηση 4.

(i)
∂h
∂r = cos θ ∂f

∂x + sin θ ∂f
∂y ,

∂h
∂θ = −r sin θ ∂f

∂x + r cos θ ∂f
∂y ,

∂h
∂z = ∂f

∂z .

(ii)

∂h
∂ρ = cos θ sinϕ ∂f

∂x + sin θ sinϕ ∂f
∂y + cosϕ ∂f

∂z ,
∂h
∂θ = −ρ sin θ sinϕ ∂f

∂x + ρ cos θ sinϕ ∂f
∂y ,

∂h
∂ϕ = ρ cos θ cosϕ ∂f

∂x + ρ sin θ cosϕ ∂f
∂y − ρ sinϕ ∂f

∂z .

Έκτο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i. Έλλειψη στο xy-επίπεδο με κέντρο (0, 0) και ημιάξονες 1 και 3.

ii. Κύκλος στο xy-επίπεδο με κέντρο (0, 0) και ακτίνα 1.

iii. Ευθ. τμήμα στο xy-επίπεδο με άκρα (0,−3) και (2,−2).

iv. Ευθεία στον xyz-χώρο η οποία περιέχει το σημείο (−1, 2, 0) και είναι παράλληλη στο διά-
νυσμα (2, 1, 1).

v. Υπερβολή στο xy-επίπεδο με καρτεσιανή εξίσωση xy = 1, x > 0.

vi. Το γράφημα στο xy-επίπεδο της f(x) = x3, x ∈ R.

vii. Κύκλος στον xyz-χώρο με κέντρο (1, 0, 0) και ακτίνα 1 πάνω στο επίπεδο με καρτεσιανή
εξίσωση x = 1.
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viii. Έλικα στον xyz-χώρο πάνω στην κυλινδρική επιφάνεια με καρτεσιανή εξίσωση x2+y2 = 1.

Έκτο φυλλάδιο, άσκηση 2.

i. σ(t) = (t,−3t+ 2, 2t+ 1), t ∈ R.

ii. σ(t) = (3 + 4 cos t,−1 + 4 sin t), t ∈ R.

iii. σ(t) = (t, t2), t ∈ R.

iv. σ(t) = (4 cos t, 3 sin t), t ∈ R.

v. σ(t) = (1 + 3 cos t, 1, 3 + 3 sin t), t ∈ R.

Έκτο φυλλάδιο, άσκηση 3.

i.
(0,−3), x = −1, (x, y) = (−1,−3t), t ∈ R.

ii. (
1
2 ,−

√
3
2

)
,

√
3x+ y = 2, (x, y) =

(√
3
2 + t

2 ,
1
2 −

√
3 t
2

)
, t ∈ R.

iii.
(2, 1), x− 2y = 6, (x, y) =

(
1 + 2t,−5

2 + t
)
, t ∈ R.

iv.
(2, 1, 1), x− 2z = −1, y − z = 2, (x, y, z) = (2t− 1, t+ 2, t), t ∈ R.

v. (
1,−1

4

)
, x+ 4y = 4, (x, y) =

(
t+ 2,− t

4 + 1
2

)
, t ∈ R.

vi.
(1, 3), 3x− y = 2, (x, y) = (t+ 1, 3t+ 1), t ∈ R.

vii. (
0,− 1√

2
, 1√

2

)
, x = 1, y + z =

√
2, (x, y, z) =

(
1, 1−t√

2
, 1+t√

2

)
, t ∈ R.

viii.
(0,−1, 1), x = −1, y + z = π, (x, y, z) = (−1,−t, t+ π), t ∈ R.

Έκτο φυλλάδιο, άσκηση 4.

i. (3 cos(2t),− sin t+ 3 cos t).

ii. (sin(2t), cos(2t),− sin(2t)).

iii. (1, 4).

iv. (3, 2t+ 2).

v. (1, 0,− 2
t3
).

vi. (2t, 3t2).

vii. (sin t, cos(2t)).

viii. (1,− sin t, cos t).

Έκτο φυλλάδιο, άσκηση 5.
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i.
−1, (α) (0,−1) (β) (0, 1) (γ) (±1, 0).

ii.
4+3

√
3

2 e2, (α)
(
4
5 ,

3
5

)
(β)

(
− 4

5 ,−
3
5

)
(γ)

(
± 3

5 ,∓
4
5

)
.

iii.
0, (α)

(
1√
6
,− 1√

6
, 2√

6

)
(β)

(
− 1√

6
, 1√

6
,− 2√

6

)
(γ) (v1, v2, v3) με v21 + v22 + v23 = 1 και v1 − v2 + 2v3 = 0.

iv.
−4, (α) (0,−1, 0) (β) (0, 1, 0) (γ) (v1, 0, v3) με v21 + v23 = 1.

v.
2∥x∥, (α) x

∥x∥ (β) − x
∥x∥ (γ) v με ∥v∥ = 1 και v · x = 0.

vi.
− 1

∥x∥2 , (α) − x
∥x∥ (β) x

∥x∥ (γ) v με ∥v∥ = 1 και v · x = 0.

vii.
2(x1|x1|+···+xn|xn|)

∥x∥ , (α)
( |x1|
∥x∥ , . . . ,

|xn|
∥x∥

)
(β)

(
− |x1|

∥x∥ , . . . ,−
|xn|
∥x∥

)
(γ) (v1, . . . , vn) με v21 + · · ·+ v2n = 1 και v1|x1|+ · · ·+ vn|xn| = 0.

Έβδομο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i.
∂f
∂x = 2xy, ∂f

∂y = x2.

∂2f
∂x2 = 2y, ∂2f

∂x∂y = 2x, ∂2f
∂y2

= 0.

∂3f
∂x3 = 0, ∂3f

∂x2∂y
= 2, ∂3f

∂x∂y2
= 0, ∂3f

∂y3
= 0.

ii.
∂f
∂x = y2 cos(xy2), ∂f

∂y = 2xy cos(xy2).

∂2f
∂x2 = −y4 sin(xy2), ∂2f

∂x∂y = 2y cos(xy2)− 2xy3 sin(xy2),

∂2f
∂y2

= 2x cos(xy2)− 4x2y2 sin(xy2).

∂3f
∂x3 = −y6 cos(xy2), ∂3f

∂x2∂y
= −4y3 sin(xy2)− 2xy5 cos(xy2),

∂3f
∂x∂y2

= 2 cos(xy2)− 10xy2 sin(xy2)− 4x2y4 cos(xy2),

∂3f
∂y3

= −12x2y sin(xy2)− 8x3y3 cos(xy2).

v.
∂f
∂xi

= 2pxi(x
2
1 + · · ·+ x2n)

p−1.

∂2f
∂x2

i
= 2p(x21 + · · ·+ x2n)

p−1 + 4p(p− 1)x2i (x
2
1 + · · ·+ x2n)

p−2,

∂2f
∂xi∂xj

= 4p(p− 1)xixj(x
2
1 + · · ·+ x2n)

p−1.

∂3f
∂x3

i
= 12p(p− 1)xi(x

2
1 + · · ·+ x2n)

p−2 + 8p(p− 1)(p− 2)x3i (x
2
1 + · · ·+ x2n)

p−3,

∂3f
∂x2

i ∂xj
= 4p(p− 1)xj(x

2
1 + · · ·+ x2n)

p−2 + 8p(p− 1)(p− 2)x2ixj(x
2
1 + · · ·+ x2n)

p−3,

∂3f
∂xi∂xj∂xk

= 8p(p− 1)2xixjxk(x
2
1 + · · ·+ x2n)

p−2.
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Έβδομο φυλλάδιο, άσκηση 2.

i.

g′′(t) = (sin t+t cos t)2 ∂
2f

∂x2 +2et(sin t+t cos t) ∂2f
∂x∂y +e2t ∂

2f
∂y2

+(2 cos t−t sin t)∂f∂x+et ∂f∂y .

ii.

g′′(t) = 4t2 ∂
2f

∂x2 + (et + tet)2 ∂
2f

∂y2
+ 4t2 cos2(t2)∂

2f
∂z2

+ 4t(et + tet) ∂2f
∂x∂y + 8t2 cos(t2) ∂2f

∂x∂z + 4t(et + tet) cos(t2) ∂2f
∂y∂z

+ 2∂f
∂x + (2et + tet)∂f∂y + (2 cos(t2)− 4t2 sin(t2))∂f∂z .

Έβδομο φυλλάδιο, άσκηση 3.

i.
∂2f
∂x2 = ∂g

∂u
∂2u
∂x2 + ∂g

∂v
∂2v
∂x2 + ∂2g

∂u2

(
∂u
∂x

)2
+ 2 ∂2g

∂u∂v
∂u
∂x

∂v
∂x + ∂2g

∂v2

(
∂v
∂x

)2
,

∂2f
∂y2

= ∂g
∂u

∂2u
∂y2

+ ∂g
∂v

∂2v
∂y2

+ ∂2g
∂u2

(
∂u
∂y

)2
+ 2 ∂2g

∂u∂v
∂u
∂y

∂v
∂y + ∂2g

∂v2

(
∂v
∂y

)2
,

∂2f
∂x∂y = ∂g

∂u
∂2u
∂x∂y + ∂g

∂v
∂2v
∂x∂y + ∂2g

∂u2
∂u
∂x

∂u
∂y + 2 ∂2g

∂u∂v

(
∂u
∂x

∂v
∂y + ∂u

∂y
∂v
∂x

)
+ ∂2g

∂v2
∂v
∂x

∂v
∂y .

Έβδομο φυλλάδιο, άσκηση 4.

i. [
x y

] [3 3
3 −1

] [
x
y

]
ii. [

x y
] [ 1 −1

−1 2

] [
x
y

]
iii. [

x y z
]  1 2 −1

2 2 1
2

−1 1
2 −1

xy
z


iv. [

x y z
]  1 1

2 −1
2

1
2 1 1

−1
2 1 −1

xy
z


v. [

x y
] [1 0

0 4

] [
x
y

]
vi. [

x y z
] 1 0 0

0 −1 0
0 0 2

xy
z


vii.

[
x y z w

] 
1 1 2 −1

2

1 2 1 3

2 1 −1 1
2

−1
2 3 1

2 1



x
y
z
w


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Έβδομο φυλλάδιο, άσκηση 5.

i. 3x+ 2y.

ii. y + xy.

iii. −1 + π2

2 (x− 1)2 + 1
2(y − π)2 + π(x− 1)(y − π).

iv. x+ y − x2 − y2 − 2xy.

v. 1 + x+ y + z + xy + xz + yz.

vi. x+ xy + xz.

Όγδοο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i. Σημείο ολικού ελαχίστου: (0, 0).

ii. Κανένα.

iii. Σημείο ολικού ελαχίστου: (x, y) με x+ y = 0.

iv. Κανένα.

v. Σημείο ολικού ελαχίστου: (−1
4 ,−

1
4).

vi. Σημεία ολικού μεγίστου: (x, y) με x2+y2 = kπ, k άρτιος. Σημεία ολικού ελαχίστου: (x, y)
με x2 + y2 = kπ, k περιττός.

vii. Κανένα.

viii. Κανένα.

ix. Κανένα.

x. Σημείο τοπικού ελαχίστου: (1, 1).

xi. Σημείο ολικού ελαχίστου: (0, 0). Σημεία ολικού μεγίστου: (0,±1).

xii. Σημείο τοπικού μεγίστου: (0, 1).

xiii. Σημείο τοπικού ελαχίστου: (−2, 0).

xiv. Σημείο ολικού ελαχίστου: (1, 1).

xv. Σημείο ολικού ελαχίστου: (0, 0).

xvi. Σημεία ολικού μεγίστου: (kπ,mπ + π
2 ), k άρτιος, m άρτιος. Σημεία ολικού ελαχίστου:

(kπ,mπ + π
2 ), k άρτιος,m περιττός.

xvii. Σημεία ολικού μεγίστου: (kπ + π
2 , 0), k άρτιος. Σημεία ολικού ελαχίστου: (kπ + π

2 , 0), k
περιττός.

xviii. Σημεία ολικού μεγίστου: (x, 0), x ∈ R.

xix. Σημείο ολικού ελαχίστου: (0, 0, 0).

xx. Σημεία τοπικού ελαχίστου: (1, 1, 1), (1,−1,−1), (−1, 1,−1), (−1,−1, 1).

Όγδοο φυλλάδιο, άσκηση 2.

i. Μέγιστη τιμή: 3
2 . Ελάχιστη τιμή: 0.
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ii. Μέγιστη τιμή: 3. Ελάχιστη τιμή: −1.

iii. Μέγιστη τιμή: 2. Ελάχιστη τιμή: −2.

iv. Μέγιστη τιμή: 1. Ελάχιστη τιμή: −1.

v. Μέγιστη τιμή: 1
8 . Ελάχιστη τιμή: −1.

vi. Μέγιστη τιμή: 4. Ελάχιστη τιμή: 0.

Όγδοο φυλλάδιο, άσκηση 3.

−2 ≤ k ≤ 2.

Όγδοο φυλλάδιο, άσκηση 5.

(409 ,−
20
9 ,

40
9 ).

Όγδοο φυλλάδιο, άσκηση 7.

Τα ισόπλευρα.

Ένατο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i. Όχι.

ii. Ναι.
f(x) = 1

2 −
√

1
4 − x2, −1

2 < x < 1
2 .

df
dx = 2x

1−2f(x) .

iii. Ναι.
df
dx = −5x4+f(x)

x+5f(x)4
.

iv. Ναι.
df
dx = −f(x)

x .

v. Ναι.
f(x) = π

2 − x, −∞ < x < +∞.

df
dx = −1.

Ένατο φυλλάδιο, άσκηση 2.

i. Ναι.
f(x, y) = x3 − e

1
x
+ 1

y , {(x, y) |x > 0, y < 0}.
∂f
∂x = 3x2 + x− f(x)

x2 , ∂f
∂y = x3−f(x)

y2
.

ii. Ναι.
∂f
∂x = yf(x) cos(xyf(x))−1

1−xy cos(xyf(x)) , ∂f
∂y = xf(x) cos(xyf(x))−1

1−xy cos(xyf(x)) .

iii. Ναι.
∂f
∂x = − ye(x+y)f(x)

xy(x+y)e(x+y)f(x)+3f(x)2
, ∂f

∂y = − xe(x+y)f(x)

xy(x+y)e(x+y)f(x)+3f(x)2
.

Δέκατο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i. (3, 2), 3x+ 2y = 5.

ii. (1, 0), x = 4.

iii. (3,−2), 3x− 2y = 6
√
2.
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iv. (12,−1), 12x− y = 16.

v. (1, 2), x+ 2y = −1.

vi. (1, 0), x = 2.

Δέκατο φυλλάδιο, άσκηση 2.

i. (3, 2,−5), 3x+ 2y − 5z = −10.

ii. (1, 1, 2), x+ y + 2z = 6.

iii. (1, 0, 0), x = 2.

iv. (3,−2,−1), 3x− 2y − z = 3.

v. (1,−1,−2), x− y − 2z = −2.

vi. (2, 1, 1), 2x+ y + z = 6.

Δέκατο φυλλάδιο, άσκηση 3.

±(2, 12 ,−1).

Δέκατο φυλλάδιο, άσκηση 4.

Κανένα.

Δέκατο φυλλάδιο, άσκηση 5.

i. Σημείο ολικού μεγίστου: ( 9
√
2

2
√
35
, 2

√
2√

35
). Σημείο ολικού ελαχίστου: (− 9

√
2

2
√
35
,−2

√
2√

35
).

ii. Σημεία ολικού μεγίστου: (± 1√
2
,± 1√

2
), (± 1√

2
,∓ 1√

2
). Σημεία ολικού ελαχίστου: (±1, 0),

(0,±1).

iii. Σημείο ολικού μεγίστου: (1, 0). Σημείο ολικού ελαχίστου: (0, 1).

iv. Κανένα.

v. Σημεία ολικού ελαχίστου: (1, 1, 1), (1,−1,−1), (−1, 1,−1), (−1,−1, 1).

vi. Κανένα.

Δέκατο φυλλάδιο, άσκηση 6.

i. Μέγιστη τιμή: 3. Ελάχιστη τιμή: 0.

iii. Μέγιστη τιμή: 1
3
√
3
. Ελάχιστη τιμή: − 1

3
√
3
.

iv. Μέγιστη τιμή: 1. Ελάχιστη τιμή: −1.

v. Ελάχιστη τιμή: 1.

Δέκατο φυλλάδιο, άσκηση 7.

(15777 ,−
2
77 ,−

69
77).

Δέκατο φυλλάδιο, άσκηση 8.

(
√
41
6 ,−

√
41
6 , 16), (−

√
41
6 ,

√
41
6 , 16).

Ενδέκατο φυλλάδιο, άσκηση 1.

i. Μέγιστη τιμή:
√
5. Ελάχιστη τιμή: −

√
5.
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ii. Μέγιστη τιμή: 1 +
√
2. Ελάχιστη τιμή: 1−

√
2.

Ενδέκατο φυλλάδιο, άσκηση 2.

df1
dx = −xf1(x)−2xf2(x)

f1(x)2+f2(x)2
, df2

dx = −2xf1(x)+xf2(x)
f1(x)2+f2(x)2

.

Ενδέκατο φυλλάδιο, άσκηση 3.

df1
dx = sin(f2(x)) sin(xf2(x))−f2(x) cos(f2(x)) sin(xf2(x))

sin(f1(x)) sin(xf2(x))+cos(f1(x)) cos(f2(x)) ,

df2
dx = −f2(x) sin(f1(x)) sin(xf2(x))−cos(f1(x)) sin(f2(x))

x sin(f1(x)) sin(xf2(x))+x cos(f1(x)) cos(f2(x)) .

Ενδέκατο φυλλάδιο, άσκηση 4.

∂f1
∂x = −13x4f1(x,y)f2(x,y)3

6y3f1(x,y)f2(x,y)+6x4y−2x5f2(x,y)3
, ∂f2

∂x = −2y3f1(x,y)f2(x,y)2−15x4yf2(x,y)+5x5f2(x,y)4

6xy3f1(x,y)f2(x,y)+6x5y−2x6f2(x,y)3
,

∂f1
∂y = 9y2f1(x,y)2f2(x,y)+3x4f1(x,y)

−3y3f1(x,y)f2(x,y)−3x4y+x5f2(x,y)3
, ∂f2

∂y = 6y3f1(x,y)−3xy2f1(x,y)f2(x,y)3

−3xy3f1(x,y)f2(x,y)2−3x5yf2(x,y)+x6f2(x,y)4
.

Ενδέκατο φυλλάδιο, άσκηση 5.

∂f1
∂x = 6f2(x, y, z)− 3, ∂f2

∂x = −3, ∂f3
∂x = 6f1(x, y, z)− 12f1(x, y, z)f2(x, y, z)− 1,

∂f1
∂y = 6f2(x, y, z)− 2, ∂f2

∂y = −3, ∂f3
∂y = 4f1(x, y, z)− 12f1(x, y, z)f2(x, y, z),

∂f1
∂z = −2z, ∂f2

∂z = 0, ∂f3
∂z = 4zf1(x, y, z)− 1.

Ενδέκατο φυλλάδιο, άσκηση 6.

i. ad− bc.

ii. 1
x2+y2

.

iii. e2x.

iv. 4(x2 + y2).

Ενδέκατο φυλλάδιο, άσκηση 7.
1

(x2+y2)2
e

2x
x2+y2 .

Δωδέκατο φυλλάδιο, άσκηση 1.

∂x
∂u = x

2(x2+y2)
, ∂x

∂v = y
2(x2+y2)

, ∂y
∂u = − y

2(x2+y2)
, ∂y

∂v = x
2(x2+y2)

.

Δωδέκατο φυλλάδιο, άσκηση 2.

∂x
∂u = (1+x)(1+6z)

∆ , ∂x
∂v = −xz(1+6z)

∆ , ∂x
∂w = −xy(1+x)

∆ ,

∂y
∂u = −y(1+6z)

∆ , ∂y
∂v = (1+yz)(1+6z)−2xy

∆ , ∂y
∂w = xy2

∆ ,

∂z
∂u = −2(1+x)

∆ , ∂z
∂v = 2xz

∆ , ∂z
∂w = (1+x)(1+yz)−xyz

∆ ,

όπου
∆ = 1 + x+ 6z − 2xy + 6xz + yz − 2x2y + 6yz2.
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