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Πρώτο φυλλάδιο ασκήσεων.

1. Έστω χώρος X με νόρμα ∥ · ∥. Αποδείξτε ότι:
(i) cl({x ∈ X | ∥x− a∥ < r}) = {x ∈ X | ∥x− a∥ ≤ r},
(ii) bd({x ∈ X | ∥x− a∥ < r}) = {x ∈ X | ∥x− a∥ = r}.
Με cl(A) και bd(A) συμβολίζουμε την κλειστότητα και το σύνορο του A ⊆ X .

2. Έστω γραμμικός χώρος X και μετρική d στον X η οποία είναι αναλλοίωτη από μεταφορές
και θετικά ομογενής:

d(x+ x1, x+ x2) = d(x1, x2), d(κx1, κx2) = |κ|d(x1, x2)

για κάθε x, x1, x2 ∈ X , κ ∈ F .
Βρείτε νόρμα στον X από την οποία να επάγεται η μετρική d.

3. Έστω χώρος X με νόρμα και A,B ⊆ X .
(i) Αν τo A είναι ανοικτό, αποδείξτε ότι το A+B είναι ανοικτό.
(ii) Αν τα A,B είναι συμπαγή, αποδείξτε ότι το A+B είναι συμπαγές.
(iii) Αν το A είναι κλειστό και το B συμπαγές, αποδείξτε ότι το A+B είναι κλειστό.
Θεωρήστε X = R2, A = {(x1, 0) |x1 ∈ R}, B = {(x1, x2) |x1 > 0, x2 > 0, x1x2 = 1}.
Τα A,B ⊆ X είναι κλειστά. Βρείτε το A+B. Είναι το A+B κλειστό;

4. Έστω χώροςX με νόρμα καιZ κλειστός υπόχωρος τουX . Αν οZ και οX/Z είναι πλήρεις,
αποδείξτε ότι ο X είναι πλήρης.

5. Έστω χώροςX με νόρμα, Y κλειστός υπόχωρος τουX καιZ υπόχωρος τουX με dim(Z) <
+∞. Αποδείξτε ότι ο Y + Z είναι κλειστός υπόχωρος του X .

6. Έστω χώροςX με νόρμα, Y υπόχωρος τουX , Z κλειστός υπόχωρος τουX με codim(Z) <
+∞ . Αποδείξτε ότι ο Y + Z είναι κλειστός υπόχωρος του X .
Με codim(Z) συμβολίζουμε την διάσταση του X/Z.
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